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္ ِاॐඟّ໌ْ૱ن ِاনඟّ໌࣓م যࡪْم ِا

ا৯د૙ীهٔ پای ଒ ਪی ೯دا ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ِ ऑقّ ঈوতندگان، و ষند، ৯دا او ඘േ೸৑ھای ඼෻ॷدن ඟان ॷمار໋ و ৲ماষند او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران ଒ را ਪی ೯دا ণپاس
وબف ଘ و ا॥ت ॰ฬد਩ی ৎࡁ৒ජف او ඘ൈબھای ျণگ. ୀ ग़ࡁ౮ජࢾش భیای ଘ رو ژرف ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ا॥ت، ျॻگ او তناساਪی راه భ ඵෑزگام
य़ھار భ را ز಻ඖن ඟ໌زهٔ ढอণඟ໕ھا با و ඳැراඅ౶ید، را ୓باد رൕॐࢾش ଘو ঻یا඼່ید، را خلا৘ق दدر়ش ଘ রฬود਩ی. ઍ࡙ख़وص زما਩ی ଘ و ൐࣊জฬید਩ی، وमࢌ భ و ষభیاॠد਩ی،

ইുید.
଒ ਗی دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی آਵࣣغ ا৷مان، و ا௿د روی از দواਤঘی ਟی േঙتا॥ت. و رد ৯دا اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی دকم দواਘی
ا॥ت ৗوری ଒ ୏وردگار. ع࢙م భ ඓࢻ૛ുه ඼້آ਩ی و ر، ৮دیدا িشاਪ୓ ଡی با و کار، ଲآ دਣশی با ভࡶণජتاد را او او॥ت. ධෂஉر و او مد(ص)঻ندهٔ

඼່ماید. مُ࢓චم دॻࣱل و ࣵࡆّت با و ୁداید، دঀھا از دودฮی ඟَ໋دِ ห ࣅیان. و روଃن دਬࣥورী୓ش و ඼່وزان، ا॥ت ඟ໖ا਒ی و رࣺشان،
م࢘ࢆوت از ਗی ඇඏ࣒م آ૏৅ه ا॥ت എࠝ࢟ت با ଦ و ৔و؛ दدرت ঍نار భ آن ୁرਛی ا॥ت، ඟ໕ُد ଦ و ৔و؛ خ࢕ࡲت از ਗی ඇඏ࣒م آ૏৅ه ا॥ت ୁرگ ଦ یا! ೯دا پاک
गھان. آن ඘േ೸৑ھای ঍نار భ ا॥ت ا৯دک ଦ و गھان؛ اଌن భ ৔و ೸৑࢟ت ا॥ت ඼່اඵවر ଦ و ৔و، س࢔ാࢸت از ا॥ت ৩ھان ما ୀ آ૏৅ه ୀاୀ ا॥ت ඵ෇ฬز ଦ و ৔و،
از کار ಻ൾফن ଒ ඼່ما! ଥࣥوਵ ا॥ت آن భ ૼن گاری ശণر ૏৅ه ঴دا را دॿم و ৶ما ૼن ଘ را کارم صلاحِ ৣم، ৯دا را ণ୏یدن راهِ یا భماৣم ऒود ०୏ش భ ඟ໋ا یا! ೯دا

.ଡ ৔و অفا඘শھای از و ඓࣂࡣت তฬنا૛঩ه ৔و راঘ࣒ماගশھای

තअرتعلی(ع) ඼່ماীشات از

ͷی



:ଘ ৎقد৤م

اسا঺ید ، ग़ع೻مان
خاৗواده ام و

دو



೯دا ঻نام
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته هایم بتوانم امیدوارم فرمود.
مشوق که دوستانͬ و اساتید و مهر پور صالحͬ سعید دکتر جناب بزرگوار راهنمای استاد از همچنین

ͬ کنم. م سپاسͽزاری بودند من راهنمای و

ਏ৒ජໍی ا಻ඖن ೺ख़مد
۱۳۹۵

سه
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زبان در جملات از نامتناهͬ لیستͬ شامل غیرعادی پارادوکسͬ ١٩٩٣ سال در یابلو١ استفان
از مجموعه ای در تناقض بررسͬ در شناخته شده حالت دو معرفͬ از بعد کرد. ارایه غیر صوری
حالت ͬ که حال در شده است.  ͬ بررس دوم مرتبه زبان های در یابلو جملات لیست ناسازگاری عبارات،
که ͬ گیریم م نتیجه از این رو ͬ باشد. م متناقض لیست دوم مرتبه نسخه ی نیست، متناقض لیست اول

ͬ باشد. م معتبر یابلو غیر صوری استدلال و است متناقض یابلو لیست

١Stephen Yablo
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مقدمـه

پایین تر عبارات به کدام هر که است موجود عبارات نامتناهͬ تعداد از لیستͬ یابلو پارادوکس در

جملات از لیستͬ از پارادوکس این ͬ کند. م اجتناب دور گونه هر از اول نظر در و دارد اشاره لیست

ͬ آید: م دست به زیر شͺل به

نیست. درست Yk ،k > ۰ هر برای :Y۰

نیست. درست Yk ،k > ۱ هر برای :Y۱

...

با است. درست که دارد وجود Ynی کنید فرض یابلو. دنباله مورد در غیر صوری استدلال

پایین جملات بودن نادرست از نیستند. درست Yn+۱ پایین جملات همین طور و Yn+۱ فرض این

هر لذا است. غلط دنباله در Yn هر ازاین رو تناقض! است، درست Yn+۱ که ͬ شود م نتیجه Yn+۱

است. تناقض ͷی این و است درست Y۰ بنابراین است، نادرست Y۰ پایین جمله

یابلو جملات لیست مورد در تناقض به رسیدن یابلو. دنباله مورد در صوری استدلال های

پارادوکس به مربوط مقالات ͬ کند. م ایجاد شبهه آن تناقض در که دارد همراه به زیادی مشͺلات

شده اند. ارایه اصلͬ عنوان سه تحت یابلو

لیست در تناقض مشخصه های .١

لیست در دور وجود .٢

این در بیشتر اطلاعات (برای دروغگو پارادوکس به یابلو پارادوکس شباهت عدم یا شباهت .٣

ببینید.) را [١٣] و [٣٠] مقاله ی دو مورد

٣



۴ مقدمه

عبارات از کلاس ͷی یا عبارت تناقض باعث چیز چه که پرسش این برای پاسخ دو همچنین

بیان شده است: ͬ شود، م

از شهودی اصول بعضͬ اگر تنها و اگر است متناقض عبارات از مجموعه ای اول ایده ی مطابق

،[١۵] ،[١۴] از: عبارت اند ایده این شامل (مقالات شوند. تناقضͬ چنین به منجر پذیرفته شده قبل

چنین وجود ناسازگار، نظریه ای که است معنا این به ایده این صوری، زبان های در .([٢٧] و [٢١]

لیست وجود فرض با یابلو پارادوکس در ایده، این مطابق ͬ دهد. م نتیجه را عبارات از مجموعه ای

حاصل تناقض درستͬ، نظریه ی اصول و حساب اصول بعضͬ از استفاده و جملات از نامتناهͬ

صرفاً بیان ͷی که: شرح این به داریم مقالات در را ایده این ضعیف تر شͺل اوقات گاهͬ ͬ شود. م

هر و است زیر گزاره ی شامل که کاری٢ پارادوکس شود. نتیجه گیری نحوی شͺل به باید اشتباه

ͬ باشد. م مورد این در روشن مثال ͷی ͬ کند، م ثابت را نادرستͬ گزاره ی

(S) است ایتالیا پایتخت پاریس آنگاه باشد درست S اگر

ارزش دادن اگر تنها و اگر ͬ نامند، م متناقض را عبارات این چنین از کلاس ͷی دوم ایده ی در

باشند درست لیست اعضای از بعضͬ اگر واقع در باشد. غیرممͺن لیست اعضای به درستͬ

قبل از شهودی اصول برخͬ با نیز اینجا در البته بود. خواهند نادرست لیست اعضای همه ی آنگاه

[١۵] ،[١٠] ،[۵] ،[٢] از: عبارت اند ایده این دربردارنده ی (مقالات هستیم روبه رو پذیرفته شده

که اصول برخͬ به عبارات از لیستͬ چنین وجود فرض با صوری زبان های در ایده این .([١۶] و

«تعیین ͬ دهد: م شرح ما به که است تلاشͬ یابلو استدلال آن، مطابق و دارد اشاره نیستند، ارضاشدنͬ

است.» غیرممͺن جملات این بودن سازگار فرض با دنباله جملات درستͬ ارزش

مرتبه زبان های در ͬ کنیم. م تأمل فشردگͬ قضیه ی روی یابلو پارادوکس صوری سازی در ما

اما معادل اند؛ هم با بالا در شده داده شرح ایده دو ͬ کند م صدق آن ها در فشردگͬ قضیه ی که اول

اول ایده ی روی ما نیست صادق زبان ها این در فشردگͬ قضیه ی که بالاتر مرتبه ی زبان های مورد در

شوند: داده پاسخ باید که داریم پرسش دو البته ͬ کنیم. م تمرکز

است؟ متناقض اول ایده ی در یابلو لیست آیا .١
٢Curry’s Paradox



۵ مقدمه

است؟ متناقض دوم ایده ی در یابلو لیست آیا .٢



١ فصل

پایه مفاهیم و مقدمات

۶



٧ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

تناهͬ و فشردگͬ قضایا ی ١ . ١

منطق نامتناهͬ زبان های در فشردگͬ قضیه ی برقراری عدم و یابلو پارادوکس

گزاره ها

ͬ شود: م بیان زیر شͺل به فشردگͬ قضیه ی گزاره ها منطق در

متناهͬ زیرمجموعه ی هر اگر تنها و اگر است صدق پذیر فرمول ها از مجموعه ای [٨] .١ . ١ . ١ قضیه

باشد. صدق پذیر مجموعه آن

گزاره ای نمادهای از نامتناهͬ لیست گرفتن نظر در با ١٩٩٧ سال در فورستر١[١١] توماس

به را An اصل n طبیعͬ عدد هر برای و کرد ارایه یابلو پارادوکس برای صوری سازی ͷی P۱, P۲, ...

گرفت: نظر در زیر شͺل

.An =
(
Pn ↔

∧
k>n

¬Pk

)
نظریه ی شرایط این با است. نامتناهͬ فرمول ͷی

∧
k>n ¬Pk که کنیم توجه

Γ =
{
An | n ∈ ω

}
قضیه ی برقراری عدم برای خوبی مثال Γ نظریه ی ناسازگاری واقع در بود. خواهد ناسازگار نظریه ای

است. نامتناهͬ زبان های در فشردگͬ

اول مرتبه منطق در فشردگͬ قضیه ی

به فشردگͬ قضیه ی و ͬ نامیم م L−نظریه ͷی را L−جملات از مجموعه ای L اول مرتبه زبان در

ͬ شود: م بیان زیر شͺل

١Thomas Forster



٨ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

T متناهͬ زیر مجموعه هر اگر تنها و اگر است صدق پذیر T اول مرتبه نظریه ی [١٩] .١ . ١ . ٢ قضیه

باشد. صدق پذیر

پارادوکس ͷی که ͬ شود م باعث فشردگͬ قضیه ی یابلو پارادوکس اول مرتبه صوری سازی در

ͬ باشد. م متفاوت دوم مرتبه ی منطق در شرایط البته باشیم، نداشته دور بدون

برهان ها) (فشردگͬ تناهͬ قضیه ی

موجود متناهͬ X۰ ⊆ X آنگاه شود، ثابت X نظریه ی توسط α جمله ی اگر [٢٣] .١ . ١ . ٣ قضیه

.X۰ ⊢ α که است

آن ها در فشردگͬ قضیه ی برقراری عدم و دوم مرتبه زبان های ١ . ٢

و محمولͬ متغیر های برای نمادهایی اول، مرتبه زبان های نمادهای بر علاوه دوم مرتبه زبان های در

داریم. تابعͬ

عبارت اند n−موضعͬ محمولͬ متغیر های ،n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر ازای به محمولͬ. متغیر های

از:

Xn
۱ , X

n
۲ , ...

از: عبارت اند n−موضعͬ تابعͬ متغیر های ،n ≥ ۱ طبیعͬ عدد هر ازای به تابعͬ. متغیر های

F n
۱ , F

n
۲ , ...

ͬ نامیم. م فردی متغیرهای را v۱, v۲, ... معمولͬ متغیرهای اشتباه، از اجتناب برای

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به دوم مرتبه  ترم ͷی .١ . ٢ . ١ تعریف

است. ترم ͷی فردی متغیر هر یا ثابت هر .i



٩ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

F (t۱, t۲, ..., tn) آنگاه باشند، ترم t۱, t۲, ..., tn و باشد n−موضعͬ تابعͬ نماد یا متغیر ͷی F اگر .ii

ͬ باشد. م ترم نیز

باشند ترم t۱, t۲, ..., tn و باشد n−موضعͬ محمولͬ نماد یا متغیر ͷی P اگر .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ باشد. م دوم مرتبه اتمͬ فرمول ͷی P (t۱, t۲, ..., tn)

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به دوم مرتبه فرمول ͷی .١ . ٢ . ٣ تعریف

است. فرمول ͷی اتمͬ فرمول هر .i

صورت این در باشند، فرمول φ و ψ اگر .ii

¬φ, ψ → φ, ψ ∧ φ, ψ ∨ φ

هستند. فرمول

این در باشد، آن در محمولͬ یا تابعͬ فردی، آزاد متغیر ͷی X و فرمول ͷی φ اگر همچنین .iii

ͬ باشند. م فرمول نیز ∃X φ و ∀X φ صورت

به مرجع مجموعه ی ͷی از متشͺل اول مرتبه ساختار های مانند دوم مرتبه ساختار ͷی .۴ . ١ . ٢ تذکر

ͬ باشد. م نظر مورد زبان نمادهای تعابیر همراه

یا محمولͬ فردی، متغیرهای تمام مجموعه ی V کنید فرض دوم. مرتبه منطق در صدق پذیری

که طوری به باشد V روی تابعͬ s و باشد تابعͬ

ͬ باشد. م مرجع مجموعه ی از عضو ͷی s(v) ،v فردی متغیر برای •

ͬ باشد. م مرجع مجموعه ی در n−موضعͬ رابطه ی ͷی s(Xn
i ) ،Xn

i محمولͬ متغیر برای •

ͬ باشد. م است، مرجع مجموعه ی آن دامنه ی که n−موضعͬ تابع ͷی s(F n
i ) ،F n

i تابعͬ متغیر برای •

تابعͬ متغیر ͷی F اگر ویژه به ͬ شود. م تعریف طبیعͬ طور به s(t) ،t ترم برای صورت این در

s(t۱), ..., s(tn) روی s(F ) تابع مقدار s(F (t۱, ..., tn)) ،t۱, t۲, ..., tn ترم های برای آنگاه باشد،
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در ͬ باشد. م اول مرتبه ی منطق مشابه دوم مرتبه منطق در اتمͬ فرمول های صدق پذیری ͬ باشد. م

،X n−موضعͬ محمولͬ متغیر هر ازای به باشد دوم مرتبه ساختار ͷی U اگر واقع

.⟨s(t۱), ..., s(tn)⟩ ∈ s(X) اگر تنها و اگر U |= Xt۱,...,tn [s]

متغیرهای بر که جدید سورهای وجود دوم، مرتبه ی فرمول های صدق تعریف در جدید ویژگͬ تنها

ͬ باشد. م ͬ کنند، م اثر تابعͬ و محمولͬ

.U |= φ[s(Xn
i |R)] ،|U| روی R n−تایی رابطه ی هر ازای به اگر تنها و اگر U |= ∀Xn

i φ(s) •

.U |= φ[s(F n
i |f)] ،f : |U|n −→ |U| تابع هر ازای به اگر تنها و اگر U |= ∀F n

i φ(s) •

اول مرتبه جمله ی ͷی ،n > ۲ هر ازای به دوم. مرتبه منطق در فشردگͬ قضیه ی برقراری عدم

از است عبارت λ۳ مثال برای ͬ کند. م ترجمه را دارد» وجود شͬ n «حداقل جمله ی که داریم λn

∃x∃y∃z
(
x ̸= y ∧ x ̸= z ∧ y ̸= z

)
دوم مرتبه منطق در هستند. نامتناهͬ ساختارهای EC∆ = {λ۲, λ۳, λ۴, ...} نظریه ی مدل های

اگر تنها و اگر است نامتناهͬ مجموعه ͷی واقع در است. EC∆ با هم ارز که دارد وجود جمله ای

مرتبه ی جمله ی با که نباشد» عضو آخرین دارای که طوری باشد موجود آن در ترتیبی رابطه  ی ͷی»

ͬ شود: م ترجمه زیر شͺل به λ∞ دوم

.∃X
[
∀u∀v∀w

(
Xuv ∧Xvw → Xuw

)
∧ ∀u¬Xuu ∧ ∀u∃v Xuv

]
اما دارد، (متناهͬ) مدل ͷی {¬λ∞, λ۲, λ۳, ...} دوم مرتبه نظریه ی متناهͬ زیر مجموعه ی هر حال

ͬ باشد. م فشردگͬ قضیه ی برقراری عدم معنͬ به این و است؛ ناسازگار نظریه این
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پئانو حساب و همͽن یͺنوایی طرح ١ . ٣

همͽن یͺنوایی طرح است ۲−موضعͬ رابطه ی ψ و اول مرتبه فرمول φ آن در که را زیر گزاره ی

ͬ نامیم: م

.∀x
(
φ(x) ↔ ∀y

[
ψ(y, x) → ¬φ(y)

])
است. تناقض در زیر اصول با همͽن یͺنوایی طرح .١ . ٣ . ١ لم

∀x∃y ψ(y, x) (a)

∀x∀y∀z
[
ψ(x, y) ∧ ψ(y, z) → ψ(x, z)

]
(b)

همͽن یͺنوایی طرح در برهان.

،∀x
(
φ(x) ↔ ∀y

[
ψ(y, x) → ¬φ(y)

])
داریم دلخواه x۰ برای

.φ(x۰) ↔ ∀y
[
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

]
جمله ی φ(x۰) بودن راست فرض با

(∗) ∀y[ψ(y, x۰) → ¬φ(y)]

که است راست ψ(y۰, x۰) که است موجود y۰ی که ͬ شود م نتیجه (a) از باشد. درست باید نیز

که است موجود چنان z۰ عنصر (a) از همچنین ͬ دهد. م نتیجه را ¬φ(y۰) درستͬ (∗) به توجه با

داریم: (b) از حال است. درست ψ(z۰, y۰)

.ψ(z۰, y۰) ∧ ψ(y۰, x۰) → ψ(z۰, x۰)

یابلو همͽن یͺنوایی طرح از ͬ شود. م نتیجه ¬φ(z۰) بودن درست پس ψ(z۰, x۰) بودن درست (∗) از
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داریم:

.φ(y۰) ↔
[
ψ(z۰, y۰) → ¬φ(z۰)

]
شͺل به تناقض حال ͬ دهد. م نتیجه را φ(y۰) درستͬ فوق دو شرطͬ دوم طرف بودن درست

(∗∗) φ(y۰) ∧ ¬φ(y۰)

دلخواه x۰ برای است. نادرست φ(x۰) فرمول ،x۰ هر برای لذا داریم. را

φ(x۰) ↔ ∀y
(
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

)
داریم پس باشد. نادرست ∀y

(
ψ(y, x۰) → ¬φ(y)

)
که است درست هنگامͬ

.∃y۰

(
ψ(y۰, x۰) ∧ φ(y۰)

)
است. متناقض (∗∗) نتیجه ی با این و است، درست φ(y۰) که دارد وجود y۰ی لذا

اصول با LA−نظریه ͷی Q باشد، حساب زبان LA = {۰, S,+,×} کنید فرض .Q نظریه ی اصول

است. زیر

∀x[Sx ̸= ۰] .١

∀x∀y[Sx = Sy → x = y] .٢

∀x∃y[x ̸= ۰ → x = Sy] .٣

∀x[x+ ۰ = x] .۴

∀x∀y[x+ Sy = S(x+ y)] .۵

∀x[x× ۰ = ۰] .۶

∀x∀y[x× Sy = (x× y) + x] .٧
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استقرا طرح و Q موضوعه اصول شامل PA LA−نظریه ی موضوعه ی اصول پئانو. حساب اصول

ͬ گردد: م بیان است، زیر شͺل به φ(v, w) LA−فرمول هر برای که

.∀w
[
φ(۰, w) ∧ ∀v

(
φ(v, w) → φ(S(v), w)

)
→ ∀vφ(v, w)

]

ثابت را اصول این PA نظریه ی بͽیریم نظر در > رابطه ی را ψ اگر (b) و (a) اصول در .١ . ٣ . ٢ لم

ͬ کند. م

که این به باتوجه :(a) برهان.

x > y ≡ ∃z[z ̸= ۰ ∧ x = z + y]

:PA ⊢ ∀x∃y(y > x) ͬ دهیم م نشان

ͬ شود م نتیجه پئانو حساب پنجم اصل از

PA ⊢ ∀x∃y[x+ Sy = S(x+ y)]

داریم > تعریف و ∀y[Sy ̸= ۰] به توجه با پس

PA ⊢ ∀x∃y[S(x+ y) > x]

لذا و

PA ⊢ ∀x∃z(z > x)

ͬ دهیم م نشان :(b)

PA ⊢ ∀x∀y∀z[x > y ∧ y > z → x > z]
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کنیم ثابت است کافͬ > تعریف به توجه با

∀x∀y∀z
[
∃k۱(k۱ ̸= ۰ ∧ x = y + k۱) ∧ ∃k۲(k۲ ̸= ۰ ∧ y = z + k۲) →

∃k(k ̸= ۰ ∧ x = z + k)
]

این به توجه با k۱ ̸= ۰ که آنجا از .k = k۲ + k۱ ͬ دهیم م قرار k۲ای و k۱ چنین وجود صورت در

که:

PA ⊢ ∀x∃y
[
x ̸= ۰ → Sy = x

]
ͬ شود: م نتیجه پئانو حساب اول اصل و پنجم اصل از پس ،k۱ = Sl که است موجود چنان l متغیر

k = k۲ + k۱ = k۲ + Sl = S(k۲ + l) ̸= ۰

داریم: پئانو حساب توسط جمع شرکت پذیری اثبات به توجه با چنین هم

(x = y + k۱ ∧ y = z + k۲) =⇒ x = y + k۱ = (z + k۲) + k۱ = z + (k۲ + k۱) = z + k

ͬ شود. م ثابت حͺم و

۱−موضعͬ محمولͬ نماد F آن در ͬ گیریم،که م نظر در LFرا = {×,+, ۰, >, S, F}اول مرتبه زبان

نظریه ی ٢.٣.١ لم و ١.٣.١ لم طبق ͬ باشد. م

PA ∪
{
∀x

(
F(x) ↔ ∀y

[
y > x→ ¬F(y)

])}
نظریه ی مورد در اما است. ناسازگار

PAF = PA ∪
{
F(n) ↔ ∀y

[
y > n→ ¬F(y)

]
| n ∈ ω

}
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دارد. وجود بیشتری بحث جای ͬ باشد. م n مقدار n و است PA استاندارد مدل ω آن در که

موجود چنان φ(x) فرمول اگر تنها و اگر است ω−ناسازگار ،T حساب نظریه ی .١ . ٣ . ٣ تعریف

.n ∈ ω هر برای T ⊢ ¬φ(n) و T ⊢ ∃xφ(x) که باشد

است. ω−ناسازگار ،PAF نظریه ی .۴ . ١ . ٣ گزاره

داریم n ∈ ω هر برای برهان.

PAF ∪ {F(n)} ⊢ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
F(Sn) درستͬ معادل که را، ∀y

(
y > Sn→ ¬F(y)

)
دیͽر طرف از و را ¬F(Sn) ͬ دهد م نتیجه که

که ͬ دهد م نشان تناقض این است.

PAF ⊢ ¬F(n) ،n ∈ ω هر برای (١)

بنابراین PAF ⊢ ∃z
[
z > n ∧ F(z)

]
،n ∈ ω هر برای پس

PAF ⊢ ∃z F(z) (٢)

ͬ دهد. م نتیجه را PAF ω−ناسازگاری (٢) و (١)

ͬ باشد. م غیر  استاندارد مدل دارای PA نظریه ی .۵ . ١ . ٣ قضیه

نظریه ی ͬ دهیم م نشان بͽیرید. نظر در پئانو حساب زبان در جدید ثابت را b برهان.

PA∗ = PA ∪ {b > n}

است. M مانند مدلͬ دارای

PA′ در b > n۰ که است موجود n۰ی بیشترین PA′ مانند PA∗ از متناهͬ زیر مجموعه ی هر ازای به

ωn۰ |= PA′ باشد، n۰ ثابت با همراه پئانو حساب استاندارد مدل ͷی ωn۰ اگر صورت این در است.

b ثابت تعبیر با همراه M مانند مدلͬ دارای PA∗ که این با است معادل فشردگͬ قضیه ی طبق این و

است. بزرگتر طبیعͬ اعداد همه از که است
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ͬ نامیم. م M غیر استاندارد عضو را b و PA غیر استاندارد مدل را M فوق قضیه ی در .۶ . ١ . ٣ تذکر

ͬ باشد. م غیر استاندارد مدل دارای PAF نظریه ی .١ . ٣ . ٧ قضیه

b ∈ M و باشد غیر استاندارد مدل ͷی M |= PA کنیم فرض قبل ۵.٣.١ قضیه به توجه با برهان.

را (M,X) حال باشد. M ساختار جهان M کنید فرض همچنین باشد. غیر استاندارد عضو ͷی

ͬ شود. م تعریف F محمول توسط X = {b} آن در که ͬ گیریم م نظر در LF زبان یافته ی گسترش مدل

است ناتهͬ X که آنجا از

(∗) (M,X) |= ∃y F(y)

داریم: n ∈ ω هر برای لذا بوده PA استاندارد مدل ͷی ω ⊂M اما

(M,X) |= ¬F (n) .I

داریم: (∗) به توجه با b > n چون n ∈ ω هر برای دیͽر طرف از

(M,X) |= ∃y
(
y > n ∧ F(y)

)
.II

داریم: n ∈ ω هر برای II و I به توجه با پس

(M,X) |= F(n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
.(M,X) |= PAF لذا

مقدماتͬ بازگشتͬ روابط و توابع ۴ . ١

توسط f تابع تعریف صورت این در باشد. x۱, x۲, ..., xk متغیرهای از k−تایی بیانگر x کنید فرض

ͬ شود: م بیان زیر معادله ی دو با مقدماتͬ بازگشتͬ وسیله ی به ͬ شناسیم، م قبل از که h و g تابع دو

f(x, ۰) = g(x) .i

f(x, Sy) = h(x, y, f(x, y)) .ii

دو با S تالͬ تابع و I۱
۱ (x) = x تصویر تابع توسط جمع تابع پئانو حساب اصول در .١ . ۴ . ١ مثال
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ͬ شود. م تعریف مقدماتͬ بازگشتͬ وسیله ی به زیر معادله ی

∀x[x+ ۰ = x]

∀x∀y[x+ Sy = S(x+ y)]

مقدماتͬ بازگشتͬ وسیله ی به زیر معادله ی دو با جمع تابع و صفر تابع توسط نیز ضرب تابع

ͬ شود. م تعریف

∀x[x× ۰ = ۰]

∀x∀y[x× Sy = (x× y) + x]

ͬ باشد. م زیر شرح به مقدماتͬ بازگشتͬ توابع برای صوری توصیف .٢ . ۴ . ١ تعریف

بازگشتͬ Iki (x۱, ..., xk) = xi تصویر توابع و Z(x) = ۰ صفر تابع S تالͬ مقدماتͬ تابع .١

هستند. مقدماتͬ

f صورت این در شود، تعریف h و g مقدماتͬ بازگشتͬ توابع ترکیب وسیله ی به f تابع اگر .٢

بود. خواهد مقدماتͬ بازگشتͬ تابع ͷی

تعریف مقدماتͬ بازگشتͬ وسیله ی به h و g مقدماتͬ بازگشتͬ توابع وسیله ی به f تابع اگر .٣

بود. خواهد مقدماتͬ بازگشتͬ تابع ͷی f صورت این در شود،

CR : Nk −→ {۰,۱} آن مشخصه ی تابع باشد، k−موضعͬ رابطه ی ͷی R اگر .٣ . ۴ . ١ تعریف

آنگاه ،m ̸∈ R اگر و CR(m) = ۰ آنگاه ،m ∈ R اگر m ∈ Nk برای که طوری به ͬ باشد م

.CR(m) = ۱

مقدماتͬ بازگشتͬ آن مشخصه ی تابع که است رابطه ای مقدماتͬ، بازگشتͬ رابطه ͷی .۴ . ۴ . ١ تعریف

باشد.

نحو حسابی سازی ۵ . ١

ͬ گیریم. م نظر در زیر صورت به مبنا LAکدهای زبان نمادهای از ͷی هر برای گودل. کدگذاری
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¬ ∧ ∨ → ↔ ∀ ∃ = ( ) ۰ S + × v۰ v۱ v۲ ...

١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵ ١٧ ١٩ ٢١ ٢٣ ٢۵ ٢٧ ٢ ۴ ۶ ...

بدست برای باشد. s۰, s۱, ..., sk متغیرهای یا نمادها از رشته ͷی شامل e عبارت کنید فرض

اول عدد iمین ،πi کنید فرض ͬ دهیم. م ارجاع ci مبنای کد به را siها از ͷی هر e گودل کد آوردن

داریم. را زیر گودل کد e برای صورت این در باشد،

πc۰
۰ × πc۱

۱ × ...× πck
k

گودل کد که طوری باشد، فرمول ها از دنباله ای e۰, e۱, ..., en کنید فرض دنباله ها. کدگذاری

است. زیر مقدار با برابر ها فرمول از دنباله این گودل کد باشد. gi با برابر ei فرمول

πg۰
۰ × πg۱

۱ × ...× πgn
n

مهم مقدماتͬ بازگشتͬ توابع و روابط ۶ . ١

به n اگر هستند برقرار Sent(n) و Wff(n) ،Atom(n) ،Term(n) ،Var(n) ۱−موضعͬ روابط .١

باشد. LA−جمله ͷی و LA−فرمول ͷی اتمͬ، فرمول ͷی ترم، ͷی متغیر، ͷی گودل کد ترتیب

اثبات که باشد عبارات از دنباله ای گودل کد m اگر است برقرار Prf(m,n) ۲−موضعͬ رابطه ی .٢

باشد. n گودل کد با PA قضیه ی ͷی

بازگشتͬ Prf(m,n) و Sent(n) ،Wff(n) ،Atom(n) ،Term(n) ،Var(n) روابط [٢۵] .١ . ۶ . ١ قضیه

هستند. مقدماتͬ

ͬ باشد. م ∃y
(
y = pφq ∧ φ(y)

)
فرمول با معادل φ(y) فرمول قطری سازی .٢ . ۶ . ١ تعریف

که n مقدار به وقتͬ که است موجود Diag ۱−موضعͬ مقدماتͬ بازگشتͬ تابع [٢۵] .٣ . ۶ . ١ قضیه



١٩ پایه مفاهیم و مقدمات .١ فصل

به را φ فرمول شده ی قطری سازی گودل کد مقدار ͬ کند، م اثر ͬ باشد، م LA−فرمول ͷی گودل کد

ͬ دهد. م ما

مقدماتͬ بازگشتͬ اصل بندی ١ . ٧

هرگاه: است مقدماتͬ بازگشتͬ اصل بندی دارای T نظریه ی .١ . ٧ . ١ تعریف

باشد. مقدماتͬ بازگشتͬ ،T زبان در جملات و فرمول ها گودل کدهای مجموعه ی .١

باشد. مقدماتͬ بازگشتͬ ،T اصول گودل کدهای مجموعه ی مشابهاً، .٢

باشد. مقدماتͬ بازگشتͬ T−اثبات ها، گودل کدهای مجموعه ی .٣

و باشد Q نظریه ی اصول شامل T هرگاه نامیم مطلوب نظریه ی ͷی را T نظریه ی .١ . ٧ . ٢ تعریف

باشد. مقدماتͬ بازگشتͬ اصل بندی دارای



٢ فصل

اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس

٢٠



٢١ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

ͬ کنند. م رجوع یͺدیͽر به دارند، طبیعͬ اعداد در که موقعیتͬ به توجه با یابلو دنباله ی در جملات

استفاده درستͬ محمول و طبیعͬ اعداد در ترتیب خواص برخͬ از غیر صوری استدلال های بیشتر

در کنیم، بیان اول مرتبه زبان های در را یابلو لیست در جمله هر ͬ توانیم م که آنجایی  از ͬ کنند. م

نظر در درستͬ برای T ۱−موضعͬ محمول همراه به اول مرتبه حساب زبان اولیه، صوری سازی های

زبان دوم مرتبه یا اول مرتبه توسیع هر حساب، زبان از ما منظور که کنیم توجه گرفته شده است.

ͬ شوند. نم اضافه جدید ترم های آن در که است پئانو اول مرتبه حساب

نمادگذاری ها و تعاریف ٢ . ١

تابعͬ نماد و × و + ۲−موضعͬ تابعͬ نماد دو همراه به را L اول مرتبه زبان .٢ . ١ . ١ نمادگذاری

همین طور بͽیرید. نظر در مقدماتͬ بازگشتͬ توابع تمام برای نماد هایی همراه ۰ ثابت و S ۱−موضعͬ

ͬ گیریم. م نظر در T ۱−موضعͬ محمولͬ نماد همراه به L زبان از گسترشͬ را LT زبان

همراه L زبان توسط شده اصل بندی  پئانو، حساب اصول شامل PA نظریه  ی .٢ . ١ . ٢ نمادگذاری

به مقدماتͬ بازگشتͬ توابع و روابط معرف معادلات بعلاوه  ی L−فرمول ها تمام برای استقراء طرح

ͬ باشد. م معمول روش

L زبان محمولͬ و تابعͬ نمادهای تعابیر شامل PA استاندارد مدل ͷی را N .٢ . ١ . ٣ نمادگذاری

ͬ گیریم. م نظر در طبیعͬ اعداد شامل ω مرجع مجموعه ی با همراه

تمام برای استقرا طرح به PA نظریه ی از گسترشͬ را PAT LT−نظریه ی .۴ . ٢ . ١ نمادگذاری

ͬ گیریم. م نظر در T شامل LT−فرمول های

ͬ باشند. م مطلوب نظریه ی دو هر PAT و PA نظریه های .۵ . ٢ . ١ تذکر

ͬ باشد. م φ فرمول گودل کد pφq ،φ فرمول هر برای .۶ . ٢ . ١ نمادگذاری

گودل کد v و باشد ترم ͷی گودل کد t و باشد فرمول ͷی گودل کد x اگر .٢ . ١ . ٧ نمادگذاری

کد با متغیری جای گذاری از حاصل فرمول گودل کد برابر آن مقدار که تابعͬ آنگاه باشد، متغیر ͷی



٢٢ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

مقدماتͬ بازگشتͬ تابع ͷی ͬ باشد، م x گودل عدد با فرمولͬ از t گودل عدد با ترمͬ بجای v گودل

ͬ شود. م بیان x(t/v) شͺل به حساب نظریه ی در و است ۳−موضعͬ

ͬ برد. م مقدارش به را عضو هر که ͬ باشد م مقدماتͬ بازگشتͬ تابع ẋ .٢ . ١ . ٨ نمادگذاری

∀x T
(
pφ(ẋ)q

)
باشد، آزاد متغیر ͷی دقیقاً با فرمول ͷیφ اگر ففرمن١، نقطه ای نمادگذاری مطابق

یابلو پارادوکس صوری سازی در ͬ گیریم. م نظر در ∀x T
(
pφq(ẋ/v)

)
فرمول برای کوتاه نوشتͬ را

گودل عدد pφ(ẋ)q ،x هر برای که است معنا این به ∀x T
(
pφ(ẋ)q

)
LT−فرمول اول مرتبه زبان در

است. درست فرمول ͷی

S نظریه ی هرگاه ͬ نامیم م S نظریه ی در F (v) فرمول ثابت نقطه ی را X جمله ی .٢ . ١ . ٩ تعریف

کند. اثبات را X ↔ F (pXq) گزاره ی

یابلو پارادوکس صوری سازی ٢ . ٢

گزاره ی دروغگو پارادوکس

نیست درست λ (λ)

ͬ شود: م بیان زیر دوشرطͬ گزاره ی با LT زبان در عبارت این ͬ باشد، م

.λ↔ ¬T
(
pλq

)
ͬ باشد، م زیر شͺل به که G گودل جمله ی در همچنین

�∀x¬Prf(x, pGq)

داریم. را زیر دو شرطͬ گزاره ی

.G↔ ∀x¬Prf(x, pGq)
١Feferman



٢٣ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

از تساوی بجای G گودل جمله ی و دروغگو پارادوکس مانند نیز یابلو پارادوکس صوری سازی در

ͬ کنند. م رجوع دیͽر فرمول های یا خودشان به فرمول ها صورت این در ͬ کنیم؛ م استفاده دو شرطͬ

محمول ͷی به نیستند، برقرار ترم ها بین و هستند صادق فرمول ها بین فقط ͬ ها دوشرط که آنجا از

ͬ نامیم. م یابلو محمول را Y (x) نیازمندیم. Y (x)

YA =
{
Y (n) ↔ ∀x

[
x > n→ ¬T

(
pY (ẋ)q

)]
|n ∈ ω

}
در دوشرطͬ گزاره های ͬ باشد. م یابلو لیست در Yn گزاره ی صوری سازی Y (n) ،n ∈ ω هر برای

حداقل ͬ باشد. م است» نادرست Y (m) ،m > n هر «برای عبارت و Y (n) بین هم ارزی بیانگر YA

در که داریم اول مرتبه حساب سیستم در YA مجموعه ی در ͬ ها دوشرط برقراری اثبات برای راه دو

شده اند. بیان نیز [٢٢] پریست مقاله ی

یابلو پارادوکس صوری سازی اول روش ٢ . ٢ . ١

است. قطری  سازی لم و PAT نظریه ی معرفͬ با یابلو پارادوکس صوری سازی پریست اولیه ی طرح

آنگاه باشد، مطلوب نظریه ی ͷی T نظریه ی اگر . قطری سازی لم یͺنواخت حالت .٢ . ٢ . ١ قضیه

که است موجود چنان X(w) فرمول F (v, w) مانند فرمول هر برای

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ F (pX(w)q, w)

]
ͬ گیریم: م نظر در زیر شͺل به را E(v, w) فرمول برهان.

.∃z
(
DiagT (v, z) ∧ F (z, w)

)
بازگشتͬ تابع معرف فرمول DiagT است مطلوب نظریه ی T که این به توجه با فوق، فرمول در

نظر در E(u,w) فرمول قطری سازی با معادل فرمول را X(w) حال ͬ باشد. م Diag مقدماتͬ

ͬ گیریم: م

.X(w) ≡ ∃z
(
z = pEq ∧ E(z, w)

)



٢۴ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

لذا و ͬ باشد م E(pEq, w) با معادل فوق فرمول

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ ∃z

(
DiagT (pEq, z) ∧ F (z, w)

)]
ͬ گیریم م نتیجه Diag(pEq) = pX(w)q که آنجا از

.T ⊢ ∀w
[
X(w) ↔ ∃z

(
z = pX(w)q ∧ F (z, w)

)]
نهایی نتیجه ی بنابراین و است F (pX(w)q, w) با معادل ∃z

(
z = pX(w)q ∧ F (z, w)

)
طرفͬ از

داریم. را T ⊢ ∀w
(
X(w) ↔ F (pX(w)q, w)

)
LT−فرمول ،y و x آزاد متغیر دو با ψ LT−فرمول برای قطری سازی لم یͺنواخت حالت طبق

که است موجود چنان y آزاد متغیر ͷی با φ

.PAT ⊢ ∀y
(
φ(y) ↔ ψ(pφ(y)q, y)

)
داریم است، z و y آزاد متغیر دو دارای که ∀x

[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
LT−فرمول برای بنابراین

.PAT ⊢ ∀z
(
Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (x)q

)])
اختصار (به یابلو٢ ثابت نقطه ی اصل یͺنوایی عنوان تحت PAT از قضیه این [٢٢] مقاله ی در

فرمول یͺنواخت ثابت نقطه ی Y (x) یابلو گزاره ی آن مطابق و شده بیان (UFPYP

∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
را یابلو لیست کنید). رجوع [۶] مقاله ی به ثابت نقطه ی مورد در بیشتر اطلاعات (برای ͬ باشد م

٢The Uniform Fixed-Point Yablo Principle



٢۵ اول مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس .٢ فصل

اگر اما آورد. بدست n ∈ ω هر گرفتن نظر در و عمومͬ سور از نمونه گیری با UFPYP از ͬ توان م

بر (علاوه ͬ باشد نم مناسب روش این نیست، دوری خود اصلͬ نسخه ی در یابلو پارادوکس بپذیریم

روش این در چه اگر ͬ باشند). م مشهور ایده این با رابطه در [٢۶] و [٢٧] مقالات یابلو، مقاله ی

ͬ باشد. م دوری پارادوکس این اما داریم، صوری پارادوکس ͷی

قطری جملات و یابلو پارادوکس بودن دوری بحث

عبارات یا خودشان به غیر مستقیم یا مستقیم بطور که عباراتͬ از متشͺل پارادوکس های گذشته، از

جمله ی ͬ شوند. م نامیده دوری شهودی طور به ͬ کنند، م رجوع دیͽر

نیست درست λ (λ)

بنابراین ͬ کند. م بیان را خودش بودن نادرست وضوح به ͬ باشد، م دروغگو پارادوکس هسته ی که

تناقض های از شͺل این است. دوری شهودی مفهوم در حداقل دروغگو پارادوکس ͬ گیریم م نتیجه

این در که دوری عبارات ͬ شوند. م بیان درستͬ محمول شامل حساب نظریه های در معمولا˟ معنایی

نقطه ی بیانگر و ͬ نامیم م قطری» «جمله ی را آنها که جملاتͬ با معمولا˟ ͬ روند، م کار به پارادوکس ها

ͬ شوند. م صوری سازی ͬ باشند، م محمول ͷی برای فرمول ͷی بودن ثابت

آنگاه باشد، v آزاد متغیر ͷی دقیقاً با فرمول ͷی ψ و جمله ͷی α اگر .٢ . ٢ . ٢ تعریف

α↔ ψ(pαq)

v۱, v۲, ..., vn آزاد متغیر n دقیقاً با فرمول ͷیφ(v۱, v۲, ..., vn) اگر همچنین است. قطری جمله ی ͷی

باشد v, v۱, v۲, ..., vn آزاد متغیر n+ ۱ دقیقاً با دیͽری فرمول ψ(v, v۱, v۲, ..., vn) و باشد

∀v۱∀v۲...∀vn
[
φ(v۱, v۲, ..., vn) ↔ ψ(pφ(v۱, v۲, ..., vn)q, v۱, v۲, ..., vn)

]
ͬ نامیم. م قطری جمله ی ͷی را
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آن در که داریم را λ↔ ¬T (pλq) قطری جمله ی دروغگو پارادوکس صوری سازی در .٢ . ٢ . ٣ مثال

دوشرطͬ عبارت فوق تعریف مطابق همچنین ͬ باشد. م ¬T (pλq) فرمول ثابت نقطه ی λ گزاره ی

∀z
(
Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

])
نقطه ی Y فرمول قطری    سازی، لم یͺنواخت حالت به توجه با و است قطری یͺنواخت جمله ی ͷی

ͬ باشد. م ∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
یͺنواخت ثابت

هرگاه دهیم. شرح حساب زبان های در را دور مفهوم ͬ توانیم م قطری جملات از استفاده با

به چنین قطری باشد، جمله ی ͷی شامل حساب زبان ͷی در شده صوری سازی پارادوکس هسته ی

نیست لازم شرط و ͬ باشد کافͬ م شرط ͷی این البته است. دوری صوری پارادوکس که ͬ رسد م نظر

پارادوکس بودن دوری مورد در پریست [٢٢] مقاله ی در شده است). داده شرح [٢۶] مقاله ی (در

که: کرده ادعا او اشتباه، دلایل با البته کرده است. بحث قطری سازی لم از حاصل

(معادلا˟ ∀k > x¬S(k, ṡ) شͺل به که (Y (معادلا˟ ṡ گزاره ی با رابطه در پارادوکس این ... »

ṡ = ∀k > x¬S(k, ṡ) که حقیقت این و ͬ باشد م است، (∀x
[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

]
نقطه ی ͷی ما اینجا در که ͬ دهد م نشان (Y (z) ↔ ∀x

[
x > z → ¬T

(
pY (z)q

)
(ẋ/z)

]
(معادلا˟

مخلص داریم. دروغگو پارادوکس مورد در که خود ارجاعͬ مانند دقیقاً داریم. (Y (معادلا˟ ṡ ثابت

وجود کند، ارضا را گزاره این که x از بزرگتر مقداری نه است، گزاره ͷی (Y (معادلا˟ ṡ که این کلام

ͬ شود.» م آشͺار اینجا دور

پارادوکس است، یابلو لیست در گزاره ها ثابت نقطه ی Y که آنجا از [٢٢] پریست مقاله ی مطابق

ͬ باشد. م دور دارای یابلو

در دیͽر گزاره ای ضعیف ثابت نقطه ی ͷی φ مانند حساب زبان از فرمول هر [۶] .۴ . ٢ . ٢ گزاره

است. حساب نظریه ی

φ(x) فرمول برای باشد، حساب زبان در آزاد متغیر دو با دلخواه فرمول ͷی ψ(x, y) اگر برهان.
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ͬ گیریم. م نظر در را زیر دوشرطͬ

φ(x) ↔ ψ(pφ(x)q, y)

که است موجود چنان X(x) فرمول قطری سازی، لم یͺنواخت حالت به توجه با

∀x
[
X(x) ↔ (φ(x) ↔ ψ(pφ(x)q, pX(x)q))

]
ͬ دهد. م ما به را زیر نتیجه منطق و ͬ باشد م حساب نظریه ی در قضیه ͷی فوق جمله ی

∀x
[
φ(x) ↔ (X(x) ↔ ψ(pφ(x)q, pX(x)q))

]
ͬ باشد. م X(x) ↔ ψ(y, pX(x)q) فرمول یͺنواخت ثابت نقطه ی φ(x) دیͽر عبارت به

نیستند دور دارای اما هستند، گزاره ها بعضͬ ثابت نقطه ی که دارند وجود فرمول هایی که امر این

هر گاه است دور دارای عبارت ͷی کنیم قبول و بپذیریم را پریست معیار اگر اما است. علت یابی قابل

هر که ͬ رسیم م نتیجه این به هستند، دیͽری گزاره های ثابت نقطه ی که باشد محمول هایی شامل

صرفاً که این کوک و پریست ادعای مطابق پس است. اشتباه این و است دور دارای دلخواه عبارت

که همان طور البته نیست. بودن دوری برای کافͬ دلیل باشد، دیͽر گزاره های ثابت نقطه ی گزاره ای

لم توسط که یابلو پارادوکس ͬ باشد. م قطری جمله ی ͷی گزاره ای چنین که است روشن گفتیم،

فرمول بندی که آنجاست از این و است دور دارای پارادوکس ͷی شده است صوری سازی قطری سازی

شده است. UFPYP درگیر آن

به گزاره های مجموعه L−جمله باشد، ͷی φ اگر قول. نقل صلب حساب موضعͬ طرح

قول نامیم: نقل صلب حساب موضعͬ طرح را زیر شͺل

.T (pφq) ↔ φ
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محمولͬ نماد شامل که λجمله ی−LT ،¬T (v) فرمول برای قطری سازی قضیه ی به بنا که آنجا از

در قول نقل صلب حساب موضعͬ طرح بنابراین ،λ↔ ¬T (pλq) که است موجود چنان است، T

L−جملات مورد در تنها را طرح این ما رو این از است؛ ناسازگار PAT با LT−جملات تمام مورد

ͬ گیریم. م نظر در

ͬ گیریم: م نظر در را زیر دوشرطͬ n ∈ ω هر برای یابلو. قول نقل صلب موضعͬ اصول

.T (pY (ṅ)q) ↔ Y (n)

نقل صلب حساب موضعͬ طرح با همراه PAT نظریه ی اصول شامل PAT نظریه ی .۵ . ٢ . ٢ قضیه

است. ω−ناسازگار یابلو قول نقل صلب موضعͬ اصول و قول

،n ∈ ω هر برای که آنجا از برهان.

.PAT ⊢ Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم: یابلو قول نقل صلب موضعͬ اصول به توجه با ،n ∈ ω هر برای لذا

،PAT ⊢ T (pY (ṅ)q) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم باشد T (pY (ẋ)q) فرمول F(x) اگر صورت این در

.PAT ⊢ F(n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬F(y)

)
است. ω−ناسازگار نیز PAT لذا است، ω−ناسازگار ،PAF نظریه ی ۴.٣.١ قضیه طبق اما

است. سازگار نظریه ای رو این از ͬ باشد، م غیر استاندارد مدل دارای PAT نظریه ی .۶ . ٢ . ٢ قضیه

نشان است کافͬ باشد. M مرجع مجموعه ی با PA غیر استاندارد مدل ͷی M کنید فرض برهان.

PAT غیر استاندارد مدل ͷی ͬ باشد، م T درستͬ محمول تعبیر E آن در که (M,E) توسیع دهیم
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کنیم فرض است.

،E۰ = {pφq | M |= φ و است LT−جمله ͷی φ }

غیر استاندارد مدل M چون ͬ باشد. م M ساختار در آن تعبیر tM که است pY (ẏ)q ترم t(y) همچنین

در E = E۰ ∪{c} اگر شرایط این با .tM(b) = c که دارند وجود c و b غیر استاندارد اعضای است،

،n ∈ ω هر برای صورت این

(M,E) |= b > n ∧ T (pY (ḃ)q)

،n ∈ ω هر برای یعنͬ

(∗) (M,E) |= ∃y
[
y > n ∧ T (pY (ẏ)q)

]
φ اگر ͬ کند. م صدق (M,E) ساختار در قول نقل صلب حساب موضعͬ طرح دید ͬ توان م سادگͬ به

(M,E) |= φ ͬ گیریم م نتیجه بنابراین .pφq ∈ E صورت این در ،M |= φ که باشد L−جمله ͷی

همین طور و (M,E) 2 φ ͬ گیریم م نتیجه مشابهاً M 2 φ اگر .(M,E) |= T (pφq) همین طور و

داریم: φ Lجمله ی هر برای لذا .(M,E) 2 T (pφq)

.(M,E) |= φ↔ T (pφq)

که آنجا از ͬ کند. م صدق (M,E) ساختار در یابلو قول نقل صلب موضعͬ اصول ͬ دهیم م نشان

لذا نیست نیز c با برابر و ندارد قرار E۰ در Yn یابلو گزاره ی کد ،n ∈ ω هر برای

.pYnq /∈ E

بنابراین:

،n ∈ ω هر برای .i
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.(M,E) |= ¬T (pY (ṅ)q)

که داشتیم چنین n ∈ ω هر برای یابلو ثابت نقطه ی اصل از

PAT ⊢ Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
داریم درستͬ قضیه ی از

(M,E) |= Y (n) ↔ ∀y
(
y > n→ ¬T (pY (ẏ)q)

)
ͬ شود: م نتیجه (∗) از

،n ∈ ω هر برای .ii

(M,E) |= ¬Y (n)

داشت خواهیم ،n ∈ ω هر برای ii و i از پس

(M,E) |= Y (n) ↔ T (pY (ṅ)q)

است. PAT غیر استاندارد مدل ͷی (M,E) لذا

حاکم اصول کردن اضافه داده اند، نشان ما به کتلند[١۵] و پریست[٢٢] که همان طور واقع در

خود مقاله ی در کتلند که را آنچه PAT نظریه ی به باشند قوی کافͬ اندازه ی به که درستͬ محمول بر

(UYDP اختصار (به یابلو قول نقل صلب یͺنوایی اصل

.∀x
[
T
(
pY (ẋ)q

)
↔ Y (x)

]
به UFPYP از استفاده با تنها اما برسیم تناقض به که ͬ دهد م اجازه ما به و ͬ کند م ثابت ͬ نامد م

است. شده بیان زیر شͺل به کتلند[١۵] در این و قطری جمله ی عنوان
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است. ناسازگار نظریه ای UYDP اصل و PAT اصول شامل نظریه ی .٢ . ٢ . ٧ قضیه

نظریه ی و حسابی نظریه ی صرفاً حتͬ یا درستͬ نظریه ی صرفاً یا حسابی نظریه ی صرفاً UFPYP

که مطلبی ͬ کند؛ م بیان یابلو محمول رفتار مورد در را مطلبی که است جمله ای این نیست؛ درستͬ

مجموعه ی دوشرطͬ جملات

YA =
{
Y (n) ↔ ∀x

[
x > n→ ¬T

(
pY (ẋ)q

)]
|n ∈ ω

}
UFPYP که آنجا از دارد. تعلق صوری پارادوکس ͷی هسته ی به بنابراین و ͬ دهد نم نتیجه تنهایی به

تمام شامل UFPYP واقع در بͽیریم. نظر در دوری را پارادوکس باید ما است قطری جمله ی ͷی

جایͽزین روش نیست. آن پیرامون دیͽر روش های مانع موضوع این اما است یابلو ͬ های دوشرط

شده است اشاره آن به پریست[٢٢] مقاله ی در و ͬ باشد م یابلو لیست شامل که است موجود دیͽری

ندارد. همراه خود با را UFPYP که یافته است تعمیم کتلند[١۴] مقاله ی در و

یابلو پارادوکس صوری سازی دوم روش ٢ . ٢ . ٢

۱−موضعͬ محمولͬ نماد همراه به LT زبان نماد های تمام شامل LT Y زبان .٢ . ٢ . ٨ نمادگذاری

جملات همه ی و PAT اصول شامل نظریه ی PAT Y کنید فرض همچنین ͬ گیریم. م نظر در را Y

تمام مورد در استقرا طرح و ͬ گیریم) م نظر در را Y نماد Y نماد (بجای YA مجموعه ی دوشرطͬ

باشد. Y شامل LT−فرمول های Y

ثابت نقطه ی قطری سازی لم یͺنواخت حالت طبق که نیست فرمولͬ دیͽر Y کنید توجه

(∗) ∀x
[
x > z → ¬T

(
y(ẋ/z)

)]
با ͬ باشد. نم PAT Y از قضیه ای همچنین یا PAT از قضیه ͷی دیͽر UFPYP بنابراین باشد.

گزاره ی و ͬ باشد نم (∗) فرمول این اما است آزاد متغیر دو با فرمولͬ ثابت نقطه ی Y که این وجود

گزاره های از ͷی هیچ که آن جا از بود. نخواهد یابلو دوشرطͬ جملات بیان گر UFPYP قطری
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ندارد. وجود یابلو پارادوکس در دور وجود برای دلیلͬ هیچ نیستند، قطری جمله ی YA در دوشرطͬ

راه Y ۱−موضعͬ محمولͬ نماد معرفͬ با PAT نظریه ی به یابلو ͬ های دوشرط کردن اضافه بنابراین

ͬ کنیم. م ارایه دلیل دو ما مورد این در است. لیست موجودیت تضمین برای مناسب تری

نه و لیست گزاره های تنها [٢٩] مقاله ی در یابلو پارادوکس اصلͬ نسخه ی در که همان طور اولا˟،

دوشرطͬ گزاره های از بغیر Y بر حاکم اصول به روش این ͬ باشند. م تناقض دلیل دیͽر، گزاره های

از تناقض آوردن بدست امͺان بررسͬ ما هدف واقع در ͬ دهد. نم پارادوکس ایجاد به اجازه YA در

یا UFPYP با نه و ͬ باشد م لیست با همراه درستͬ نظریه ی اصول و حساب استدلال قابل قضایای

.Y بر حاکم دیͽر اصل هر

این که برای دلیلͬ هیچ ما روش این در یابلو پارادوکس غیر صوری شͺل مانند درست دوماً،

به نیز ما خاص علاقه ی البته و نداریم بͽیریم، نظر در دوری شͺل به را یابلو لیست صوری سازی

متناسب دور دارای صوری سازی که آنجا از است. آن در دور عدم خاطر به یابلو پارادوکس در تناقض

ͬ گذاریم. م کنار را روش این ͬ باشد، نم نیست، دور دارای که یابلو پارادوکس اصلͬ بیان با

به را درستͬ نظریه ی اصول از ͷکدامی نیست مهم که شده توجه امر این به [١۴] مقاله ی در

واقع در بود. خواهد سازگار نظریه ای حاصل، نظریه ی حال هر به کنیم؛ اضافه PAT Y نظریه ی

ناسازگار PAT Y با خودشان، روی YA اعضای گرفتن نظر در بدون و نیستند ناسازگار اصول این

آوردن بدست در معمول روش این در شده است، بیان [١١] مقاله ی در که همان طور ͬ باشند. نم

داشت. خواهیم سازگار نظریه ای فشردگͬ قضیه ی دلیل به حساب جملات از یابلو لیست

PAT Y نظریه ی به UYDP اصل کردن اضافه از حاصل نظریه ی YT کنیم فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره

است. سازگار نظریه ای YT صورت این در باشد،

نظر در با یا YA اعضای گرفتن نظر در بدون YT نظریه ی اصول شامل نظریه ی که آنجا از برهان.

توجه با رو این از ͬ باشد. م استاندارد مدل دارای مجموعه، این از متناهͬ مجموعه ی زیر هر گرفتن

ͬ باشد. م سازگار نظریه ی ͷی YT نظریه ی فشردگͬ قضیه ی به

دور بدون تناقض با یابلو پارادوکس غیر صوری بیان در طرف ͷی از سر  راست استدلال ͷی با

و فوق روش نه هستند، فشرده اول مرتبه زبان های این که به توجه با دیͽر طرف از و هستیم رو به رو
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ساختارهای در اما نیستند. مشروع یابلو پارادوکس بیان برای ͷی هیچ دور دارای صوری سازی نه

پرداخت. خواهیم موضوع این به سه فصل در ما و ͬ باشد نم برقرار فشردگͬ قضیه ی منطقͬ، قوی تر

به بنابراین نیست متناقض اول حالت در اول مرتبه منطق در یابلو جملات لیست صوری سازی

کردیم، اشاره آن به بالا در که دوم روش مطابق همین طور ͬ دهد. نم را تناقض به رسیدن اجازه ی ما

ͷی YT نظریه ی برای فشردگͬ قضیه ی به توجه با واقع در ͬ باشد. نم متناقض یابلو جملات لیست

سازگار روش ͷی در درستͬ ارزش کردن واگذار امͺان مستلزم مدل این وجود و دارد وجود مدل

دوشرطͬ هیچ گرفتن نظر در بدون البته ͬ باشد، م n ∈ ω که است Y(n) شͺل به جمله هر برای

یابلو پارادوکس صوری سازی که ͬ گیریم م نتیجه رو این از لیست؛ موجودیت رد یا و YA در نادرست

نیست. متناقض اول مرتبه منطق در

ω−ناسازگاری و سازگاری ٢ . ٣

دارای ناسازگاری وجود با اول روش کردیم. معرفͬ یابلو پارادوکس صوری  سازی برای روش دو ما

ارضا شدنͬ و سازگار اما نداریم دور آن که با دوم روش در و ͬ گذاریم م کنار را روش این لذا و است دور

بحث جای دوم روش مورد در البته ͬ دهد. نم دور بدون تناقض ما به راه دو این از ͷی هیچ است.

دارد. وجود بیشتری

است. ω−ناسازگار نظریه ی ͷی YT .٢ . ٣ . ١ قضیه

باشیم داشته n ∈ ω هر برای ͬ شود م موجب YA دوشرطͬ جملات بر UYDP تأثیر برهان.

.YT ⊢ Y(n) ↔ ∀x
(
x > n→ ¬Y(x)

)
نظریه ای PAF که دادیم نشان قبلا́ که آنجا از بدانیم، Y محمول معادل را F محمول اگر بنابراین

نیز و n ∈ ω هر برای ¬Y(n) عددی نمونه های لذا و بوده ω−ناسازگار نیز YT است، ω−ناسازگار

ͬ کند. م ثابت را ∃xY(x)
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یابلو جملات بر درستͬ محمول تأثیر برای اثبات پذیر گزاره ای UYDP که این به توجه با

اما نیست ناسازگار یابلو لیست که ͬ رسیم م نتیجه این به [١۵] و [١٣] مقاله ی دو از ͬ باشد، م

و حساب نظریه ی با همراه یابلو لیست فشردگͬ، قضیه ی گرفتن نظر مد با ͬ باشد. م ω−ناسازگار

غیر استاندارد مدل با یابلو لیست ω−ناسازگاری اما سازگاری است. سازگار درستͬ نظریه ی اصول

امͺان واقع در و باشد درست که ͬ دهد م اجازه ¬Y(x) عددی نمونه ی هر به و ͬ شود م تضمین YT

غیر استاندارد مدل های به و نیستند فشرده دوم مرتبه زبان های اما است. سر بسته باشد غلط این که

محتمل دوم مرتبه زبان های در پارادوکس بدست آوردن امͺان بنابراین ͬ دهند، نم اجازه ای چنین

است.



٣ فصل

دوم مرتبه زبان های در یابلو پارادوکس

٣۵
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البته و سازگار آن اول مرتبه نسخه ی که آنجا از یابلو پارادوکس دوم مرتبه نسخه ی بررسͬ در

و سازگاری به یافتن دست آن و ͬ کنیم م استفاده مهم تری مورد در آن از ͬ باشد، م ω−ناسازگار

اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری از یابلو پارادوکس دوم مرتبه ی نسخه ارضا پذیری

ͬ باشد. م

دوم مرتبه حساب ٣ . ١

ͬ گیریم. م نظر در L زبان غیر منطقͬ نماد های شامل دوم مرتبه ی زبان را L۲ .٣ . ١ . ١ نمادگذاری

۱−موضعͬ محمولͬ متغیر ͷی X اگر دوم. مرتبه منطق در تصریح موضوعͬ اصل طرح

است. زیر شرح به تصریح موضوعͬ اصل طرح φ(x) آزاد متغیر ͷی با فرمول هر برای باشد،

∃X∀x
[
Xx ↔ φ(x)

]
مرتبه زبان در استقرا طرح نمونه های ،L۲ دوم مرتبه زبان در دوم. مرتبه منطق در استقرا اصل

محمولͬ متغیر ͷی X اگر کرد. جای گزین استقرا، اصل عنوان تحت گزاره ͷی با ͬ توان م را L اول

ͬ کند: م بیان استقرا اصل باشد، ۱−موضعͬ

∀X
[
X۰ ∧ ∀x

(
Xx → XSx

)
→ ∀xXx

]
اصل همراه به PA اصول که ͬ گیریم م نظر در دوم مرتبه نظریه ی ͷی را PA۲ .٣ . ١ . ٢ نمادگذاری

N۲ L۲−ساختار ͬ شود. م شامل را PA در استقرا طرح نمونه های بجای دوم، مرتبه زبان در استقرا

ͬ باشد. م PA۲ مدل ͷی ،ω مرجع مجموعه ی همراه

و باشد L۱ غیر  منطقͬ نماد های شامل دوم مرتبه زبان L۲ و اول مرتبه زبان L۱ اگر .٣ . ١ . ٣ تعریف

که A۲ دوم مرتبه نظریه ی باشد، L۱ در شده صوری سازی اول مرتبه نظریه ی ͷی A۱ که فرض این با

و A۱ طرح اصول در n−تایی حروف بجای متغیر ها n−تایی مجموعه ی همͽن جای گذاری حاصل
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بقیه ی و ͬ باشد م فرمول بیرونͬ قسمت در عمومͬ سورهای توسط متغیرها تمام ساختن مقید سپس

ͬ نامیم. م A۱ دوم مرتبه بازنوشت را ͬ ماند م باقͬ نخورده دست A۱ اصول

ͬ باشد. م PA دوم مرتبه بازنویسͬ PA۲ فوق تعریف به توجه با .۴ . ٣ . ١ نتیجه

ͬ باشند. م صادق نظریه ها این مدل های در PA۲ و PA نظریه های قضایای تمام .۵ . ٣ . ١ تذکر

باشند. یͺریخت یͺدیͽر با نظریه، آن مدل های هرگاه نامیم، جازم را نظریه ͷی .۶ . ٣ . ١ تعریف

سازگاری به منجر اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری دوم مرتبه باز نویسͬ که امر این

که ͬ کنیم م فرض هستند. مدل فاقد باشند، جازم اگر نظریه هایی چنین مطمئناً نیست. روشن گردد

باشد. L۲ زبان در شده صوری سازی ،PA۲ نظریه ی گسترش A۲ نظریه ی

ͬ باشد. م جازم PA۲ نظریه ی اما نیست، جازم PA نظریه ی [٢۵] .٣ . ١ . ٧ قضیه

برای φ(x) دلخواه L۲−فرمول هر برای و M |= A۲ که باشد موجود M مدل اگر .٣ . ١ . ٨ قضیه

.M |= ∀xφ(x) آنگاه M |= φ(n) ،n ∈ ω هر

با M |= PA۲ نتیجه در M |= A۲ اگر باشد. PA۲ قضایای تمام شامل A۲ کنید فرض برهان.

هر برای φ(x) L۲−فرمول برای اگر بنابراین است. یͺریخت N۲ با M ،PA۲ بودن جازم به توجه

N۲ اول مرتبه جهان ω اگر همچنین .N۲ |= φ(n) ،n ∈ ω هر برای آنگاه M |= φ(n) ،n ∈ ω

.M |= ∀xφ(x) ͬ گیریم م نتیجه N۲ و M بودن یͺریخت به توجه با و N۲ |= ∀xφ(x) باشد

را ∀xφ(x) جمله ی {φ(n)|n ∈ ω} جملات مجموعه از ͬ توان م ω−قاعده توسط .٣ . ١ . ٩ تذکر

گرفت. نتیجه

همراه همچنین ͬ باشد. م نظریه این از بسطͬ هر و PA۲ در ω−قاعده صحت بیانگر ٨.١.٣ قضیه

دارد. دلالت بعد نتیجه ی به کردیم، معرفͬ که A۲ نظریه ی با

است. ارضا ناپذیر آنگاه باشد، ω−ناسازگار نظریه ی ͷی A۲ اگر .٣ . ١ . ١٠ نتیجه
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هر برای که دارد وجود چنان φ(x) L۲−فرمول باشد. ω−ناسازگار ،A۲ نظریه ی کنید فرض برهان.

باشد موجود چنان M مدل کنید فرض همچنین .A۲ ⊢ ∃xφ(x) البته و A۲ ⊢ ¬φ(n) ،n ∈ ω

به توجه با که M |= ¬φ(n) ،n ∈ ω هر برای و M |= ∃xφ(x) صورت این در M |= A۲ که

ͬ باشد. م غیر ممͺن که داشت خواهیم را M |= ∀x¬φ(x) نتیجه ی ٨.١.٣ قضیه

نظریه های ω−ناسازگاری اما سازگاری دوم مرتبه بازنویسͬ هر ارضا ناپذیری بیانگر ١٠.١.٣ نتیجه

لحاظ از دومͬ مرتبه نظریه ی چنین که ͬ کنیم م مشاهده اول نظر در حداقل و ͬ باشد م اول مرتبه حساب

ناسازگاری برای امر این است، ناتمامیت دوم مرتبه منطق که آنجا از اما دارد. اشاره تناقض به معنایی

نیست. برقرار کلͬ حالت در تناقض صورت هر در و ͬ باشد نم کافͬ

ثابت PA نظریه ی توسط ͬ باشد، م ∀x¬Prf(x, pGq) معادل که G گودل جمله ی .٣ . ١ . ١١ لم

.PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای اما ͬ شود. نم

بر این و PA ⊢ Prf(n, pGq) که دارد وجود n مقدار صورت این در PA ⊢ G کنید فرض برهان.

.PA ̸⊢ G ،PA نظریه ی بودن سازگار به توجه با بنابراین ͬ باشد. م ∀x¬Prf(x, pGq) جمله ی خلاف

برای پس باشد، PA در G اثبات گودل کد که ͬ باشد نم موجود n ∈ ω ،PA ̸⊢ G که آنجا از حال

.PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر

موجود اول مرتبه نظریه های ω−ناسازگاری و سازگاری از دوم مرتبه ͬ های بازنویس .٣ . ١ . ١٢ قضیه

ناسازگارند. که ͬ باشند م

PA ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای ͬ دانیم م PAباشد. گودل جمله ی ͷیG کنید فرض برهان.

در را است سازگار البته و ω−ناسازگار که PA ∪ {¬G} اول مرتبه نظریه ی حال .PA ̸⊢ G البته و

بودن جازم به توجه با پس N۲ |= G لذا و PA۲ ⊢ ¬Prf(n, pGq) ،n ∈ ω هر برای ͬ گیریم. م نظر

دوم مرتبه بازنویسͬ که PA۲ ∪ {¬G} نظریه ی لذا ͬ کند م صدق آن مدل های همه ی در G ،PA۲

ͬ باشد. م ناسازگار نظریه ی ͷی است، PA ∪ {¬G} نظریه ی

یابلو لیست ω−ناسازگار البته و سازگار اول مرتبه نظریه ی هر برای را ١٢.١.٣ قضیه ی بتوانیم اگر

این آیا اما ͬ دهد. م تشͺیل ما اصلͬ و اولیه حالت در را پارادوکس یابلو لیست آنگاه دهیم تعمیم
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فرض داد. خواهیم نشان بعد قضیه ی در که همان گونه خیر، متأسفانه بود؟ خواهد ما نهایی نتیجه ی

ͷی با L۱−فرمول ͷی φ(x) و L۱ در شده صوری سازی اول مرتبه دلخواه نظریه ی ͷی A۱ کنید

ͬ شود م صوری سازی L۲ زبان در که ͬ باشد م A۱ دوم مرتبه بازنویسͬ A۲ همچنین باشد، آزاد متغیر

.E = {φ(n) | n ∈ ω} که کنید فرض نیز و

طوری که باشد N از گسترشͬ NF ،F ⊆ E که F متناهͬ مجموعه ی هر برای اگر .٣ . ١ . ١٣ قضیه

.A۲ ∪ E ̸⊢⊥ آنگاه NF |= A۱ ∪ F

متناظر مدل ͷی دارای A۲ ∪ F ،F ⊆ E که F متناهͬ مجموعه ی هر برای ͬ دهیم م نشان برهان.

زیر شͺل به N۲
F L۲−ساختار به را N۲ ساختار ،F متناهͬ مجموعه ی گرفتن نظر در با ͬ باشد. م N۲

F

ͬ دهیم: م گسترش

.cN۲
F = cNF آنگاه باشد، L۲ از فرد به منحصر ثابت ͷی c اگر

.fN۲
F = fNF آنگاه باشد، L۲ از n−موضعͬ تابعͬ نماد ͷی f اگر

.PN۲
F = PNF آنگاه باشد، L۲ n−موضعͬ محمولͬ نماد ͷی P اگر

N۲
F اول مرتبه جهان ω که آنجا از اول، مرحله ی در .N۲

F |= A۲ ∪ F که ͬ دهیم م نشان حال

هر برای که این به توجه با و ͬ کند م تعیین را L۱ غیر منطقͬ نمادهای دقیق تعبیر NF مانند و است

از دوم، مرحله ی در .N۲
F |= A۱ ∪ F رو این از N۲

F |= α داریم NF |= α که α L۱−فرمول

N۲
F ساختار در ͬ باشند، م درست N۲ در تصریح موضوعͬ اصل طرح هم و استقرا اصل هم که آنجا

یافته، تغییر آن ها اصول به رجوع در N۲
F به مدل این بسط در که موردی تنها ͬ باشند. م درست نیز

از n−تایی ها مجموعه های تخصیص با جدید n−موضعͬ محمولͬ نمادهای بعضͬ که است این

ͬ باشند. م تعبیر پذیر جدید ساختار در بودند متغیرها مجموعه ی حوضه ی از قسمتͬ قبلا́ که ω اعضای

لذا و داشت نخواهد چندانͬ اهمیت امر این کنیم استفاده نام داشتن عدم جهت به آن ها از اگر البته

متناهͬ تعداد فقط ما تناهͬ قضیه ی طبق ،A۲ ∪ E ⊢⊥ که کنیم فرض اگر حال .N۲
F |= A۲ ∪ F

مجموعه ی F اگر داریم. نظر مد را شوند گرفته بͺار اثبات در ͬ توانند م که E مجموعه ی اعضای از

که دادیم نشان قبلا́ زیرا نیست درست که A۲ ∪ F ⊢⊥ صورت این در باشد، اعضایی چنین همه ی

است. مدل دارای A۲ ∪ F ͬ باشد، متناهͬ م که F ⊆ E هر برای
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اول مرتبه نظریه ی ͷی ω−ناسازگاری برای بی شمار فرمول های اگر ١٣.١.٣ قضیه ی مطابق

این چنین که دید خواهیم بعداً بود. خواهد سازگار نظریه، آن دوم مرتبه بازنوشت باشند، ضروری

بازنوشت ͷی دارای ω−ناسازگار اول مرتبه نظریه ی هر که ͬ گیریم م نتیجه و دارند وجود نظریه هایی

بازنوشت های همه ی واقع در ͬ باشد. م بی فایده اصلͬ نتیجه ی برای جست و جو لذا و ͬ باشد م دوم مرتبه

اساسͬ روش ͷی ١٣.١.٣ قضیه البته نیستند. ناسازگار ω−ناسازگار، اول مرتبه نظریه های دوم مرتبه

بی نهایت کردن اضافه از حاصل اول مرتبه نظریه ی ͷی ω−ناسازگاری اگر که ͬ کند م ارایه ما برای

زبان های مانند نیز دوم مرتبه زبان های در ͬ باشد. م سازگار آن دوم مرتبه بازنوشت باشد، آن به جمله

نظر در را قطری سازی لم که این اول روش است. موجود لیست تضمین برای روش دو اول مرتبه

نیست. ما مطلوب این البته، و داشت خواهیم دور دارای پارادوکس ͷی صورت این در که بͽیریم

خواهیم تمرکز روش این روی و ͬ باشد م حساب زبان به Y جدید محمولͬ نماد معرفͬ دوم روش

سازگار نظریه این اگر که کنیم توجه ͬ باشد. م YT دوم مرتبه بازنویسͬ مورد در ما نگرانͬ اولین کرد.

ͬ باشند. م استفاده قابل کردیم بیان قبل فصل در که نتایج بعضͬ باشد ω−ناسازگار اما

L۲
T Y کنید فرض همچنین باشد، YT دوم مرتبه بازنویسͬ YT ۲ که کنیم فرض .١۴ . ٣ . ١ نمادگذاری

ͬ شود. م صوری سازی آن با YT ۲ که باشد زبانͬ

قبلا́ که آنچه طبق ͬ باشد. م YT از متفاوت استقرایی حالت در تنها YT ۲ اصول، با رابطه در

اصل این ͬ  کنیم. م جایͽزین استقرا اصل یعنͬ گزاره ͷی با را YT در استقرا طرح از نمونه هر گفتیم

اول مرتبه نمونه های همه ی که ͬ دهد م را امͺان این ما به تصریح موضوعͬ اصل طرح همراه حساب

که همان گونه لذا و ͬ باشد م YT ۲ قضیه ی ͷی YT اصل هر بنابراین باشیم. داشته را استقرا طرح

در فشردگͬ قضیه ی که آنجا از ͬ باشد. م ω−ناسازگار نیز YT ۲ است، ω−ناسازگار نظریه ای YT

ناخواسته ای مدل هیچ ،YT ۲ بودن جازم از حاصل نتیجه ی به توجه با و ندارد کاربرد YT ۲ مورد

بازنوشت همانند نظریه این که باشیم باور این بر شاید و ندارد وجود آن در سازگاری تضمین برای

ͬ باشد. م ناسازگار سادگͬ به PA۲ ∪ {¬G} نظریه ی دوم مرتبه
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یابلو پارادوکس دوم مرتبه صورت ٣ . ٢

غیر صوری دلایل اصلͬ نسخه ی بازتاب برای اول مرتبه حساب مانند نیز دوم مرتبه حساب متأسفانه

با مقایسه قابل YT ۲ نظریه ی ͬ آید. م بدست تناقض YT ۲ از و نیست قوی کافͬ اندازه ی به یابلو

را امر این بعد نتیجه ی ͬ کند. م صدق ١٣.١.٣ قضیه ی فرض در آن بر خلاف و نیست PA۲ ∪{¬G}

ͬ کند. م تصدیق

است. سازگار نظریه ی ͷی YT ۲ .٣ . ٢ . ١ نتیجه

LT−فرمول ها) Y مورد در استقرا طرح نمونه های تمام همراه PA∪{UYDP}(به کنید فرض برهان.

هر برای ͬ گیریم. م نظر در قضیه این در E بجای را YA نیز و باشد ١٣.١.٣ قضیه در A۱ بجای

ͬ دهیم. م گسترش زیر شͺل به NF ساختار به را N مدل ما F ⊆ YA متناهͬ مجموعه ی

.YNF = T NF = ∅ کنید فرض F = ∅ اگر •

که دارد وجود چنان m ∈ ω است متناهͬ F که آنجا از F ̸= ∅ اگر •

،Y(m) ↔ ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
∈ F

،n > m که n ∈ ω هر برای و

.Y(n) ↔ ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
̸∈ F

که F ⊆ YA هر برای که ͬ کنیم م ثابت .T NF = {Y(m) {عددگودل و YNF = {m} کنید فرض

داریم: است، متناهͬ

.NF |= PA ∪ {UYDP} ∪ F

ͬ باشد. م درست نیز NF در پس است درست N در چون نیست Y یا T شامل که PA اصل هر اولا˟،

آنگاه F = ∅ اگر دوماً،

N |= ∀x
[
Y(x) ↔ x ̸= x ∧ T (x) ↔ x ̸= x

]
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درست هستند، Y و T شامل که استقرا طرح نمونه های تمام بنابراین YNF؛ = T NF = ∅ زیرا

صادق استقرا طرح در هستند، x ̸= x شامل Y(x) و T (x) بجای که فرمول هایی زیرا ͬ باشند م

در ∀x
(
T pY(ẋ)q ↔ x ̸= x

)
شͺل به تنها UYDP ،N |= ∀x¬T (x) که این دلیل به هستند.

آنگاه F ̸= ∅ اگر ͬ باشد. م درست NF

NF |= ∀x
[
(Y(x) ↔ x = m) ∧ (T (x) ↔ x = pY(m)q)

]
شامل که استقرا طرح نمونه های تمام دوباره و T NF = {Y(m) {عددگودل و YNF = {m} زیرا

و x = m شامل T (x) و Y(x) بجای ترتیب به که فرمول هایی زیرا ͬ باشند م درست هستند Y و T

زیرا NF |= UYDP هستند. صادق استقرا طرح در هستند x = pY(ẋ)q

NF |= T (pY(m)q) ∧ Y(m)

.NF |= F سرانجام NFو |= ¬T (pY(n)q)∧¬Y(n) داریم n ̸= m که n ∈ ω هر برای همین طور و

اگر زیرا

.Y(n) ↔ ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
∈ F

لذا و NF |= Y(n) آنگاه ،n = m اگر

،NF |= ∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
ساختار برای ابتدا در که شرایطͬ به توجه با آنگاه n ̸= m اگر و است YNF عضو تنها m که آنجا از

کردیم بیان NF

،NF |= ¬Y(n) ∧ ¬∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
.YT ۲ ̸⊢⊥ داریم ١٣.١.٣ قضیه به توجه با پس

نتیجه ی ͷی ١.٢.٣ نتیجه  و کردیم استفاده قوی فرا قضیه ی ͷی از ١٣.١.٣ قضیه ی اثبات برای ما

زیر مجموعه ی هر از نتوانیم اگر مطلب، این مطابق ͬ باشد. م دوم مرتبه حساب در تناهͬ قضیه ی
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نخواهیم تناقض نیز اصلͬ مجموعه ی مورد در باشیم، داشته تناقض نامتناهͬ مجموعه ی ͷی متناهͬ

متناهͬ زیر مجموعه ی هر که ͬ باشد م این گونه یابلو پارادوکس وضعیت شرایط، این با داشت.

بنابراین، نیست. ناسازگار رو این از و ͬ باشد م مدل دارای یابلو دوشرطͬ گزاره های مجموعه ی

نظریه ی بودن سازگار که ͬ دهد م اجازه ما به تناهͬ قضیه ی نیستند. اشͺال بدون لیستͬ هیچͺدام

نظریه ی اثبات پذیر) (اما مختلف اصول به که دیͽر نظریه ی هر به را داریم ١.٢.٣ نتیجه  از که YT ۲

گسترش کند، توجه آن دوم مرتبه شͺل مورد در مخصوصاً یابلو ͬ های دوشرط بررسͬ برای درستͬ

صوری سازی L۲
T Y زبان توسط که باشد دوم مرتبه حساب دلخواه نظریه ی ͷی A۲ کنید فرض دهیم.

صوری سازی درستͬ محمول بر حاکم اثبات پذیر اصول مجموعه ی T T کنید فرض نیز و شده است

باشد. زبان همان در شده

.A۲ ∪ T T ∪ YA ̸⊢⊥ آنگاه A۲ ∪ T T ∪ F ̸⊢⊥ متناهͬ F ⊆ YA هر برای اگر .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

ͬ آید. م بدست تناهͬ قضیه ی از مستقیم طور به برهان.

داریم. حالت دو آوریم بدست تناقض دوم مرتبه زبان ͷی در یابلو لیست از بخواهیم ما اگر

هر در ما هستند. ناسازگار خودشان با ما نظر مورد حساب و درستͬ نظریه ی اصول از کدام هر

متناقض یابلو لیست آیا دارد؟ وجود اشͺال یابلو لیست ناسازگاری در آیا که بدانیم توانیم نمͬ حالت

بدست برای یابلو ͬ های دوشرط از متناهͬ تعداد فقط یا ͬ باشد؟ نم متناقض اول حالت در یا است؟

اصلͬ متن شده ی صوری سازی نیمه دلایل از بخشͬ از ما صورت این در ͬ باشد، م لازم تناقض آوردن

که نیست مهم این ͬ باشد. م نا خوشایند البته و مهم روش ͷی که ͬ کنیم م استفاده یابلو پارادوکس

این گاه هر بپذیریم، را اصول این که زمانͬ بͽیریم. نظر مد را درستͬ نظریه ی اصول از ͷکدامی ما

دارای YT ۲ دوم حالت در حال، این با بود. خواهد سازگار حاصل نظریه ی باشند، اثبات پذیر اصول

ͬ باشد. م تناقض دارای معنایی لحاظ به YT ۲ که ͬ دهیم م نشان زیر نتیجه ی در است. تناقض

ͬ باشد. نم صدق پذیر YT ۲ .٣ . ٢ . ٣ نتیجه

داریم: n ∈ ω هر برای و ͬ باشد م ω−ناسازگار نظریه ای YT برهان.

YT ⊢ ¬Y(n)
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زیر مجموعه ی YT ۲ مدل های مجموعه ی .YT ̸⊢ ∀x¬Y(x) بنابراین و YT ⊢ ∃xY(x) همچنین

بودن جازم و ٨.١.٣ قضیه ی از ͬ باشد. جازم م YT ۲ لذا و است PA۲ نظریه ی مدل های مجموعه ی

تناقض این و ͬ کند م صدق YT ۲ مدل های تمام در ∀x¬Y(x) جمله ی که ͬ گیریم م نتیجه YT ۲

.YT ۲ ⊢ ∃xY(x) لذا و ͬ باشند م YT ۲ قضایای ،YT قضایای زیرا ͬ باشد م

راهͬ هیچ که ͬ دهد م نتیجه UYDP و PA۲ فرض با ͬ باشد، م مدل فاقد YT ۲ که حقیقت این

ͬ کنند: م بیان که (Y(n) شͺل به (عبارات یابلو جملات درستͬ ارزش تعیین برای

∀x
[
x > n→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
طرفͬ از ͬ باشد. م مدل ͷی دارای PA۲ ∪ {UYDP} دادیم نشان زیرا ندارد. وجود سازگار طور به

پس نبوده، امͺان پذیر یابلو لیست در دوشرطͬ هر گرفتن نظر در که ͬ دهد م نشان YT ۲ ارضاناپذیری

دوشرطͬ ͷی برای بنابراین باشد. نادرست باید آن ها از ͬͺی حداقل

Y(m) ↔ ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
بر یا است، نادرست ∀x

[
x > m → ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
و ͬ گیرد م درست درستͬ ارزش Y(m) یا

است. درست ∀x
[
x > m→ ¬T

(
pY(ẋ)q

)]
پس ͬ گیرد م نادرست ارزش Y(m) عکس



نتیجه گیری

کردیم، اشاره آن به مقدمه در که حالتͬ دو از ͷی هیچ در اول مرتبه زبان در یابلو دنباله ی صوری سازی

نظریه ی اصول و حساب نظریه ی از تناقض آوردن بدست نه واقع، در شد. نخواهد تناقض به منجر

نسخه ی در یابلو دلایل از بخشͬ صوری سازی نه و اول مرتبه حساب در یابلو لیست با همراه درستͬ

نظریه اصول و حساب نظریه ی از نیز دوم مرتبه حساب در همچنین نیست. ممͺن ͷی هیچ اصلͬ،

مرتبه منطق در یابلو پارادوکس بنابراین، باشیم. داشته تناقض ͬ توانیم نم یابلو لیست با همراه درستͬ

ساده ی ظاهر که همان طور که برسیم نتیجه این به است ممͺن نیست. متناقض اول حالت در دوم

یابلو جملات لیست و است نادرست منطقͬ لحاظ به نیز یابلو اصلͬ استدلال ͬ باشد، م نامعتبر آن

دوم مرتبه استدلال این زیرا نیست معتبر استنتاج ٣.٢.٣ نتیجه طبق حال این با ͬ باشد. م غیر متناقض

نه صورت این در بپذیریم را منطقͬ نتیجه ی دوم مرتبه ایده ما اگر ͬ باشد. م معتبر معنایی طور به

ͬ باشند. نم قوی کافͬ اندازه ی به یابلو استدلال بیان برای دوم مرتبه حساب نه و اول مرتبه حساب

شهودی استدلال گرفتن نظر در با و دارد اول مرتبه منطق به نسبت بیشتری مزیت دوم مرتبه منطق البته

ارزش اختصاص بنابراین، ͬ کند. م ثابت را YT ۲ ارضا ناپذیری آن است، معتبر معنایی لحاظ به که

در با دوم مرتبه منطق دوم، حالت در لذا و ͬ باشد م غیر ممͺن سازگار طور به یابلو جملات بر درستͬ

که حالͬ در ͬ باشد م کافͬ یابلو اصلͬ استدلال بازتاب برای و است متناقض یابلو دنباله گرفتن نظر

نیست. ممͺن عملͬ چنین اول مرتبه منطق در

۴۵
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Diagonalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی قطری

Expand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دادن بسط

Expression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عبارت

Finiteness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناهͬ

Fixed point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت نقطه ی

Formalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی صوری

۵٠



۵١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

Identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تساوی

Induction Schema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقرا طرح

Interpret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعبیر

Local Arithmetic Disquotation Scheme . . . . . . . . قول نقل صلب حساب موضعͬ طرح

Local Yablo Disquotation Principle . . . . . . . . . . . . . . یابلو قول نقل صلب موضعͬ اصل

Metatheorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراقضیه

Non logical vocabulary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منطقͬ غیر نماد

Primitive Recursive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتͬ بازگشتͬ

Reasonable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستدل

Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاعده

Second order rewriting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرتبه بازنوشت

Semantic Antinomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معنایی تناقض

Sense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت

Sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله

Simpliciter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده ظاهر

Statement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گزاره

Truth predicate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستͬ محمول

Truth theoreticl Principles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستͬ نظریه اصول

Uniform Fixed Point Yablo Principle . . . . . . . . . . . . . . . . یابلو ثابت نقطه یͺنوایی اصل

Uniform Homogeneous Scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽن یͺنوایی طرح

Uniform Yablo Disquotation Principle . . . . . . . . . . . . یابلو قول نقل صلب یͺنوایی اصل

Universal quantifier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومͬ سور

Version . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسخه



نمایه

٨ جمله، ٧ اصل،

٢٣ گودل، ٣۶ استقرا،

٢۵ قطری، ٢۵ یابلو، ثابت نقطه ی

٣١ یابلو، قول نقل صلب یͺنوایی

١٧ مقدماتͯ، بازگشتͯ رابطه

١٠ اصول،

٧ زبان، ١٠ پئانو ، حساب

١٢ حساب، ١٢ ،Q نظریه ی

٧ اول، مرتبه ٢٨ یابلو، قول نقل صلب موضعͬ

٨ دوم، مرتبه

٣٧ دوم، مرتبه بازنوشت

٩ دوم، مرتبه ساختار

٢٩ سازگار، ٧ پارادوکس،

٧ صدق پذير، ٢٢ دروغگو،

٧ يابلو،

١٠ طرح،

١٢ استقرا، ١۶ مقدماتͯ، بازگشتͯ تابع

٣۶ تصریح، موضوعͬ اصل ٨ دوم، مرتبه ترم

۵٢



۵٣ نمایه

٧ گزاره ها، ٢٨ قول، نقل صلب حساب موضعͬ

٧ اول، مرتبه ١٠ همͽن، يͺنوايي

٨ دوم، مرتبه

١۵ غير استاندارد، عضو

٧ نظريه، ۴۴ فرا قضیه،

١۴ حساب، ٩ دوم، مرتبه اتمͬ فرمول

١٩ مطلوب، ٩ دوم، مرتبه فرمول

٢٢ ثابت، نقطه ی ٧ قضيه،

٨ تناهͯ،

٣٧ ω−قاعده، ٧ فشردگͯ،

١۴ ω−ناسازگار،

١٨ قطری سازی،

٢۵ ،UFPYP

٣١ ،UYDP ١٧ کد،

١٧ گودل،

١٧ مبنا،

٨ محمول،

٢١ درستͬ،

٢٣ یابلو،

١۵ غیر استاندارد، مدل

٧ منطق،
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Abstract

Stephen Yablo introduced a new informal paradox, constituted by an infinite
list of semi-formalized sentences. It has been shown that, formalized in a first-order
language, Yablo’s piece of reasoning is invalid, for it is impossible to derive falsum
from the sequence, due mainly to the Compactness Theorem. This result casts
doubts on the paradoxical character of the list of sentences. After identifying two
usual senses in which an expression or set of expressions is said to be paradoxical,
since second-order languages are not compact, the paradoxicality of Yablo’s list
within these languages is studied. While non-paradoxical in the first sense, the
second-order version of the list is a paradox in our second sense. It is concluded
that this suffices for regarding Yablo’s original list as paradoxical and his informal
argument as valid.
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